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5 Omówienie celu naukowego/artystycznego ww. pra-

cy/prac i osi¡gni¦tych wyników wraz z omówieniem

ich ewentualnego wykorzystania.

W opisie teoretycznym ultrazimnych gazów atomowych stosuje si¦ metod¦ zaczerpni¦-

t¡ cz¦±ciowo z �zyki statystycznej. Najpierw wprowadzamy uproszczony opis za pomo-

c¡ tzw. teorii pola ±redniego. Jest to opis efektywny, najbardziej przybli»ony (najmniej

dokªadny) ale zdecydowanie najprostszy. W teorii atomu odpowiada on bardzo dobrze

znanemu przybli»eniu Hartree-Focka w którym rozwi¡zujemy jednoelektronowe równanie

Schrodingera z pewnym polem opisuj¡cym rozkªad pozostaªych elektronów. W przypadku

kondensatu Bosego-Einsteina oddziaªuj¡cych atomów ten opis jest jeszcze prostszy. Po-

niewa» w kondensacie wszystkie atomy zachowuj¡ si¦ w ten sam sposób, wi¦c do opisu

u»ywamy jednocz¡stkowej funkcji falowej. W tym wypadku oddziaªywanie pomi¦dzy ato-

mami odzwierciedlone jest czªonem nieliniowym, pojawiaj¡cym si¦ w jednocz¡stkowym
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równaniu Schrodingera, nazywanym równaniem Grossa-Pitajewskiego (GP). To równanie

doskonale opisuje wiele wªasno±ci kondensatu Bosego-Einsteina badanych do±wiadczalnie.

Jednak istnieje spora grupa zjawisk, gdzie taki przybli»ony opis okazuje si¦ by¢ niewy-

starczaj¡cy. Mówimy, »e takie zjawiska wywoªane s¡ poprzez �uktuacje, dla odró»nienia

od zjawisk opisywanych w ramach teorii pola ±redniego, gdzie �uktuacje s¡ nieobecne.

Fluktuacje dzielimy na termiczne, spowodowane niezerow¡ temperatur¡, oraz kwantowe,

obecne w ukªadzie nawet w zerowej temperaturze. Przedstawiony poni»ej cykl prac pre-

zentuje badania nad zjawiskami wywoªywanymi przez wy»ej wspomniane �uktuacje.

W pracach [h1]-[h3] przestawione s¡ badania nad kwantowymi przej±ciami fazowymi.

S¡ to przej±cia fazowe w zerowej temperaturze, gdzie przej±cie nast¦puje wraz ze zmian¡

jednego z parametrów ukªadu (np. oddziaªywania mi¦dzyatomowego). W pracach tych,

nacisk poªo»ony jest na wyznaczenie �uktuacji parametru porz¡dku w okolicach przej±cia

fazowego.

Prace [h4]-[h7] po±wi¦cone s¡ badaniom wªasno±ci skorelowanych par atomowych. Tu-

taj prace dziel¡ si¦ na dwie cz¦±ci. [h4] i [h5] po±wi¦cone s¡ wªasno±ciom par atomowych

rozproszonych w zderzeniu kondensatów Bosego-Einsteina, za± [h6] i [h7] parom atomo-

wych wytworzonym w procesie rezonansu parametrycznego. W tych procesach nie jest

mo»liwe opisanie dynamiki tworzenia si¦ par atomowych za pomoc¡ teorii pola ±redniego

- konieczny jest opis kwantowy uwzgl¦dniaj¡cy �uktuacje.

Podobnie ma si¦ sprawa z tematyk¡ pracy [h8]. W tym wypadku badany jest ukªad

kropli kwantowych, których istnienie i wªasno±ci wywoªane s¡ �uktuacjami kwantowymi.

Ostatnia praca z cyklu [h9] opisuje metod¦ stochastyczn¡, sªu»¡c¡ do badania ukªadów

mieszanin boznowo-fermionowych. Celem tej metody jest efektywne opisanie ukªadów, do

których nie mo»na u»y¢ teorii pola ±redniego.

5.1 Fluktuacje w kwantowych przej±ciach fazowych.

Ten cykl prac [h1]-[h3] opisuje kwantowe przej±cia fazowe. Dwie pierwsze prace zwi¡zane s¡

ze zjawiskiem spontanicznego ªamania symetrii, wyst¦puj¡cej w teorii pola ±redniego. Oka-

zuj¦ si¦, »e rozwi¡zanie równana Grossa-Pitajewskiego, które respektuje symetri¦ poten-

cjaªu zewn¦trznego, wraz ze wzrostem oddziaªywa« przyci¡gaj¡cych pomi¦dzy atomami,

zaczyna ªama¢, w sposób spontaniczny, wspomnian¡ powy»ej symetri¦. Technicznie jest

to mo»liwe, gdy» równanie GP jest równaniem nieliniowym i jego rozwi¡zania stacjonarne

nie musz¡ respektowa¢ symetrii potencjaªu zewn¦trznego. Dzieje si¦ tak w przypadku po-

tencjaªu dwóch symetrycznych studni, gdzie dla maªego oddziaªywania przyci¡gaj¡cego

atomy gromadz¡ si¦ po równo w studniach, za± po przekroczeniu pewnej warto±ci od-
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dziaªywania, funkcji falowej � jest wi¦cej� w jednej, losowo wybranej, studni. W opisanym

przykªadzie, mo»na wprowadzi¢ parametr porz¡dku jakim jest ró»nica populacji w obydwu

studniach. Teoria pola ±redniego przewiduje wtedy warto±¢ parametru porz¡dku równ¡

zeru, poni»ej krytycznej warto±ci oddziaªywania, która stopniowo staje si¦ niezerowa, po

przekroczeniu tej»e warto±ci. Narzucaj¡cym si¦ problemem teoretycznym jest znalezie-

nie opisu kwantowego tego przej±cia. Wprowadzenie takiego opisu jest tre±ci¡ pracy [h1].

Dla opisanego powy»ej ukªadu wprowadzono przybli»ony opis dwumodowy. W przypadku

wielu ukªadów przybli»enie to jest w peªni uzasadnione teoretycznie jak i do±wiadczalnie.

W tym przypadku przestrze« Hilberta rozpinana jest przez stany Focka |n1, n2〉 gdzie n1 i

n2 oznaczaj¡ liczb¦ atomów w pierwszej i drugiej studni. Je±li dodatkowo wykorzysta si¦

fakt ustalonej liczby atomów w ukªadzie n1 + n2 = N , to opis tych stanów sprowadzi si¦

do podania ró»nicy atomów w dwóch studniach n = n1−n2. Tak wi¦c, najogólniejszy stan

kwantowy |ψ〉 zadany jest sum¡ powy»ej opisanych stanów przemno»onych przez ampli-

tudy prawdopodobie«stwa ich wyst¡pienia |ψ〉 =
∑N/2

n=−N/2 cn|
N+n

2
, N−n

2
〉. Przy caªkowitej

liczbie atomów rz¦du tysi¦cy, dobrym przybli»eniem jest potraktowanie ró»nicy liczby

atomów pomi¦dzy studniami jako wspóªrz¦dnej ci¡gªej. Wykorzystuj¡c to przybli»enie

w pracy [h1] wyprowadzono równanie Schrodingera, na wspomnian¡ powy»ej amplitud¦

prawdopodobie«stwa, któr¡ mo»na nazwa¢ te» funkcj¡ falow¡ ukªadu. Okazuje si¦, »e wy-

prowadzone równanie ma posta¢ równania Schrodingera opisuj¡cego �kcyjn¡ cz¡stk¦ w

przestrzeni jednowymiarowej, gdzie wspóªrz¦dna przestrzenna jest opisan¡ wcze±niej uci¡-

glon¡ ró»nic¡ obsadze«. W tym równaniu operator energii kinetycznej to druga pochodna

po uci¡glonej ró»nicy obsadze« z masa równa jedno±ci i efektywn¡ staª¡ Plancka równ¡

pierwiastkowi z caªkowitej liczby atomów w ukªadzie. Zewn¦trzny potencjaª okazuje si¦

by¢ funkcj¡ oddziaªywania pomi¦dzy atomami ukªadu. Istotnym wynikiem jest, »e ten

potencjaª zewn¦trzy ma posta¢ potencjaªu Landaua wyst¦puj¡cego w fenomenologicznej

teorii przej±¢ krytycznych. Jednak tam byª on wprowadzony niejako z zewn¡trz, do opisu

przej±cia krytycznego w sko«czonej temperaturze. Tu za± jest on wyprowadzony z zasad

pierwszym i opisuje kwantowe przej±cie fazowe. Potencjaª ten ma minimum dla zerowej

ró»nicy obsadze« pomi¦dzy studniami poni»ej krytycznej warto±ci parametru oddziaªy-

wania, oraz dwa symetryczne minima o niezerowej warto±ci ró»nicy obsadze« pomi¦dzy

studniami, powy»ej krytycznej warto±ci parametru oddziaªywania. Istotne jest równie»,

»e dla opisanych warto±ci parametru oddziaªywania, potencjaª ma rozwini¦cie kwadrato-

we w pobli»u minimum, za± dla warto±ci równej warto±ci krytycznej to rozwini¦cie jest

czwartego rz¦du. Co wi¦cej okazuje si¦, »e rozwi¡zania teorii pola ±redniego opisywane s¡

poprzez minima tego» potencjaªu. Z ksztaªtu potencjaªu wynikaj¡ dwie istotne wªasno±ci

ukªadu:
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• �uktuacje kwantowe najwi¦ksze s¡ w punkcie krytycznym,

• dla sytuacji dwóch minimum potencjaªu, funkcja falowa ukªadu |Ψ〉 w przybli-

»eniu staje si¦ superpozycj¡ dwóch rozwi¡za« teorii pola ±redniego tzn. |Ψ〉 =
1√
2

(
|ψ1〉⊗N + |ψ2〉⊗N

)
gdzie |ψ1,2〉⊗N oznacza stan N atomów znajduj¡cych si¦ w

tym samym modzie opisanym jednocz¡stkowymi funkcjami falowymi |ψ1,2〉, b¦d¡cy-
mi rozwi¡zaniami teorii pola ±redniego, które ªami¡ symetri¦ ukªadu - |ψ1,2〉 oznacza
rozwi¡zanie maj¡ce maksimum odpowiednio w pierwszej i drugiej studni.

W celu sprawdzenia jak bardzo uniwersalne s¡ zaobserwowane wªasno±ci zbadano inny

ukªad, z analogicznymi wªasno±ciami spontanicznego ªamania symetrii poprzez rozwi¡za-

nie teorii pola ±redniego. Ukªadem tym byª jednorodny, jednowymiarowy gaz w sko«czo-

nym pudeªku z periodycznymi warunkami brzegowymi, z przyci¡gaj¡cym oddziaªywaniem

pomi¦dzy atomami. Tak jak w poprzednim przypadku, poni»ej pewnej krytycznej warto±ci

oddziaªywania rozwi¡zanie równania GP jest jednorodne � respektuje symetri¦ ukªadu.

Po przekroczeniu tej warto±ci rozwi¡zanie staje si¦ niejednorodne z maksimum w losowo

wybranym poªo»eniu. W przypadku wielociaªowego opisu kwantowego, wystarczaj¡cym

okazaª si¦ opis ukªadu za pomoc¡ trzech modów o najni»szych wektorach falowych o

warto±ciach: zero oraz plus i minus najni»sza warto±¢ wektora falowego. Korzystaj¡c z

zachowania caªkowitej liczby atomów dodatkowo wyeliminowano operatory modu o zero-

wym wektorze falowym. Kolejnym krokiem byªo wprowadzenie reprezentacji poªo»eniowej

operatorów anihilacji i kreacji dwóch pozostaªych modów. Mianowicie, operator anihilacji

pojedynczego modu mo»na zapisa¢ jako

â =
1√
2

(
∂

∂x
+ x

)
=
x̂+ ip̂√

2
.

Zgodnie z tym co napisano powy»ej, Hamiltonian ukªadu zostaª wyra»ony za pomoc¡

operatorów kreacji i anihilacji dwóch modów. Oznacza to, »e w reprezentacji poªo»enio-

wej Hamiltonian okre±lony jest na przestrzeni dwuwymiarowej. Okazaªo si¦, »e w dobrze

zbadanym przybli»eniu, Hamiltonian przyjmuje intulicyjn¡ posta¢. Kwadratury p¦dowe

modów uformowaªy laplasian, czyli operator energii kinetycznej, za± reszta Hamiltonianu,

zebraªa si¦ do potencjaªu zale»nego jedynie od poªo»enia. Ostatecznie wi¦c, otrzymano

Hamiltonian �kcyjnej cz¡stki poruszaj¡cej si¦ w przestrzeni dwuwymiarowej, na któr¡

dziaªa zewn¦trzny potencjaª o symetrii cylindrycznej. Dodatkowo okazaªo si¦, »e poten-

cjaª ten dokªadnie odpowiadaª energii wyst¦puj¡cej w teorii pola ±redniego. Nale»y doda¢,

»e ka»dy punkt w dwuwymiarowej przestrzeni, odpowiadaª poªo»eniu maksimum rozwi¡-

zania ªami¡cego symetri¦ oraz byª miar¡ ªamania symetrii. �rodek ukªadu wspóªrz¦dnych

odpowiadaª szczególnemu rozwi¡zaniu, jakim jest rozwi¡zanie jednorodne (nie ªami¡ce
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symetrii). Podobnie jak w przypadku potencjaªu dwóch studni potencjaª zmieniaª swój

ksztaªt w zale»no±ci od warto±ci parametru oddziaªywania pomi¦dzy atomami. Dla warto-

±ci mniejszej od warto±ci krytycznej miaª jedno minimum w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych,

odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniu jednorodnemu, za± dla warto±ci wy»szej od krytycznej poten-

cjaª przyjmowaª posta¢ kapelusza meksyka«skiego z rynienk¡ minimów. Ta degeneracja

minimum odpowiada degeneracji rozwi¡zania ªami¡cego symetri¦ � poªo»enie maksimum

takiego rozwi¡zania jest parametrem ci¡gªym. Jednocze±nie w punkcie krytycznym rozwi-

ni¦cie potencjaªu jest czwartego rz¦du w odlegªo±ci od ±rodka. Je±li wprowadzi¢ parametr

porz¡dku jako pewn¡ miar¦ ªamania symetrii ukªadu, to z opisanych powy»ej wªasno±ci

potencjaªu wynika, »e �uktuacje parametru porz¡dku s¡ najwi¦ksze w punkcie krytycz-

nym. Jednocze±nie tak jak w poprzednim ukªadzie, wielociaªowa funkcja falowa ukªadu

|Ψ〉 okazaªa si¦ by¢ superpozycj¡ rozwi¡za« pola ±redniego |Ψ〉 ∝
∫ L

0
dx |ψx〉⊗N , gdzie L

to rozmiar pudeªka, zas ψx jest jednociaªow¡ funkcj¡ falow¡ ªami¡c¡ symetri¦ ukªadu i

maj¡c¡ maksimum w punkcie x. Opisane powy»ej wyniki staªy si¦ podstaw¡ pracy [h2].

Zaobserwowane zachowanie analogiczne jak dla pierwszego badanego ukªadu pokazuje

pewn¡ uniwersalno±¢. W dwóch badanych przypadkach, gdy teoria pola ±redniego wska-

zywaªa na przej±cie drugiego rodzaju, udaªo si¦ wyprowadzi¢ w peªni kwantowy analog

efektywnej teorii Landaua przej±¢ krytycznych.

Tak jak napisano powy»ej, w obydwu ukªadach warto±¢ �uktuacji parametru porz¡d-

ku byªa najwi¦ksza w punkcie krytycznym. Jednak»e �uktuacje te okazaªy si¦ wzgl¦dnie

maªe. Jednoczenie interesuj¡cym byªo znalezienie ukªadu z du»ymi �uktuacjami kwanto-

wymi. Potencjanie, mógª to by¢ ukªad dwóch ró»nych gazów bozonowych, w potencjale

podwójnej studni. Ukªad ten zostaª opisany, w przybli»eniu dwóch modów przestrzennych

co w przypadku dwóch ró»nych skªadników daje cztery mody. Pojedynczy stan kwanto-

wy, opisywany byª w peªni za pomoc¡ liczby atomów ka»dego ze skªadników w obydwu

studniach. Ze wzgl¦du na zachowanie liczby atomów (aby upro±ci¢ rozwa»ania zaªo»ono,

»e caªkowita liczb¡ ka»dego ze skªadników jest taka sama i wynosi N) stan kwantowy miaª

posta¢ |na, nb;N −na, N −nb〉, gdzie na, nb oznacza liczb¦ atomów w pierwszej studni od-

powiednio skªadnika a i b, za± N−na i N−nb to liczba atomów, ka»dego ze skªadników, w

drugiej studni. W ukªadzie mamy do czynienia ze staªymi opisuj¡cymi oddziaªywanie pary

atomów. Ze wzgl¦du na dwa skªadniki mamy trzy staªe Uaa, Ubb i Uab. Je±li teraz wszystkie

te staªe s¡ sobie równe Uaa = Ubb = Uab to otrzymujemy ciekawy przypadek degeneracji

energii oddziaªywania. Okazuje si¦ »e stany |na, nb;N − na, N − nb〉 gdzie na + nb = N

maj¡ t¦ sam¡ energi¦ oddziaªywania. To oznacza, »e przy dowolnej liczbie atomów na

(zmieniaj¡cej si¦ od 0 do N) je±li tylko jednocze±nie liczba skªadnika b jest równa N −na,

stan ma tak¡ sam¡ energi¦ oddziaªywania. Taka sytuacja daje maksymalne �uktuacje ka»-
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dego ze skªadników w pojedynczej studni. W Hamiltonianie, oprócz czªonu opisuj¡cego

oddziaªywanie, mamy do czynienia z wyrazem charakteryzuj¡cym tunelowanie atomów

pomi¦dzy studniami. Gªówna cz¦±¢ bada« prowadzonych w pracy [h3], po±wi¦cona byªa

problemowi wpªywu tunelowania na �uktuacje w stanie podstawowym ukªadu. Korzysta-

j¡c z rachunku zaburze«, wyznaczono warunki na wspóªczynnik tunelowania przy jakich

stan podstawowy nadal zachowuje opisane powy»ej, pot¦»ne �uktuacje. Wyniki bada«

zostaªy przedstawione w pracy [h3].

5.2 Opis tworzenia i wªasno±ci skorelowanych par atomowych

Jednym z aktualnych kierunków bada« w �zyce jest tworzenie oraz manipulacja spl¡ta-

nymi stanami kwantowymi. Wiadomo, »e u»ycie spl¡tania w interferometrii zasadniczo

zwi¦ksza dokªadno±¢ pomiaru badanych wielko±ci. Przykªadem jest u»ycie stanów spl¡ta-

nych, do zwi¦kszenia precyzji detekcji fal grawitacyjnych, w interferometrze w Hanowerze.

Zwi¦kszenie precyzji, pomogªo wykry¢ te niezwykle sªabe zaburzenia czasoprzestrzeni.

Wytworzenie i manipulacja stanami spl¡tanymi jest aktualnie celem wielu grup do±wiad-

czalnych badaj¡cych ukªady ultrazimnych gazów. Jest wiele ró»nych ukªadów oraz proce-

sów w których takie stany s¡ wytwarzane. W opisanych poni»ej badaniach przedstawiono

dwa rodzaje takich procesów, w których tworzone s¡ stany z okre±lon¡ liczb¡ par atomów.

W skrajnym przypadku mamy do czynienia z jedn¡ par¡. W przypadku optyki kwantowej

stan par fotonów byª otrzymany wiele lat temu i wykorzystany do wykonania wielu do-

±wiadcze«, ukazuj¡cych spl¡tanie tego stanu jak np. znalezienie efektu Hong-Ou-Mandla

lub zªamanie nierówno±ci Bella. Narzucaj¡cym si¦ pomysªem jest wykonanie analogicz-

nych do±wiadcze« w przypadku par atomowych. T¡ drog¡ bada« idzie mi¦dzy innymi

grupa Chrisa Westbrooka z Institute d'Optique pod Pary»em. Udaªo im si¦ wytworzy¢

stan par atomowych. Zaobserwowali oni równie» efekt Hong-Ou-Mandla [1] oraz wykonali

oni dwuatomowy, czteromodowy interferometr, który ma zosta¢ wykorzystany do wykona-

nia do±wiadczenia zªamania nierówno±ci Bella [2]. Jednym z procesów które wykorzystali

oni do tworzenia stanu par atomowych jest zderzenie kondensatów Bosego-Einsteina [3].

5.2.1 Wªasno±ci par atomowych tworzonych w zderzeniu kondensatów Bosego-

Einsteina

W tym wypadku w nalatuj¡cych na siebie chmurach, dochodzi do zderze« atomów, co

prowadzi do rozproszenia ich w parach. Ze wzgl¦du na zasady zachowania p¦du i ener-

gii, para rozproszonych atomów ma przeciwnie skierowane pr¦dko±ci o podobnych war-

to±ciach. Jednak»e kierunek tych pr¦dko±ci jest dowolny, nie ma tutaj wymuszonego kie-
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runku emisji. Pomiary wykonane na rozproszonych parach pokazaªy zªamanie nierówno±ci

Cauchyego-Schwartza co dowodzi istnienia spl¡tania w tym ukªadzie [4]. Dalekosi¦»nym

celem do±wiadczalnym, jest u»ycie takiego stanu kwantowego do zªamania nierówno±ci

Bella. Zanim jednak przeprowadzony zostanie eksperyment ze zªamaniem nierówno±ci

Bella, konieczne jest przeprowadzenie prostszych pomiarów, które wst¦pnie sprawdz¡, czy

stan tworzony w eksperymencie jest tym którego si¦ spodziewamy. Konieczne jest np.

sprawdzenie czy mamy do czynienia ze skorelowanymi parami. Innymi narzucaj¡cymi si¦

eksperymentami jest pomiar g¦sto±ci oraz dwucz¡stkowej funkcji korelacji i porównanie

wyników z obliczeniami teoretycznymi. Jest to bardzo wa»ny sprawdzian aparatury ba-

dawczej, a szczególnie detektorów pojedynczych atomów, które s¡ niezb¦dne do wykazania

zªamania nierówno±ci Bella. Aktualnie ukªady eksperymentalne s¡ na takim etapie rozwo-

ju, »e brak zgodno±ci z teori¡ sugeruje problemy eksperymentalne. Do±wiadczalnicy po-

trzebuj¡ zgodno±ci oblicze« teoretycznych z pomiarami do±wiadczalnymi co do dwucz¡st-

kowej funkcji korelacji, aby uzyska¢ pewno±¢, »e ukªad do±wiadczalny dziaªa poprawnie.

Jest to konieczne przed przyst¡pieniem do znacznie trudniejszego eksperymentu, jakim

jest zªamanie nierówno±ci Bella. W zwi¡zku z takim stanem rzeczy, pojawiªa si¦ potrzeba

bada« teoretycznych nad wªasno±ciami atomów (takimi jak omawiane funkcje korelacji)

rozproszonych w zderzeniu kondensatów Bosego-Einsteina. Badanie tych wªasno±ci jest

tre±ci¡ prac [h4] i [h5].

W przypadku badanego ukªadu ±cisªe rozwi¡zanie wielocz¡stkowego równania Schro-

dingera nie istnieje. Konieczne jest wi¦c wykorzystanie metod przybli»onych. Wi¦kszo±¢

eksperymentów wykonywanych jest w tzw. obszarze bezzderzeniowym. W tym obszarze

prawdopodobie«stwo rozproszenia atomu z chmury gazowej, jest znacznie mniejsze od

jedno±ci. Umo»liwia to zaniedbanie zderze« wtórnych (czyli ponownych zderze« rozpro-

szonych atomów z atomami kondensatu ) i u»ycie tzw. metody Bogoliubowa. W metodzie

tej, chmur¦ gazow¡ b¦d¡c¡ kondensatem Bosego-Einsteina, opisuje si¦ efektywnie przy po-

mocy jednociaªowej funkcji falowej ψ(r, t) (wszystkie atomy s¡ opisywane t¡ sam¡ funkcj¡)

speªniaj¡c¡ równanie GP:

i~∂tψ(r, t) =

(
− ~2

2m
4+ g|ψ(r, t)|2

)
ψ(r, t). (1)

Czyli jest to opis za pomoc¡ teorii pola ±redniego. Chmur¦ rozproszonych atomów opisuje

si¦ przy pomocy operatora pola δ̂(r, t) speªniaj¡cego liniowe równanie Heisenberga:

i~∂tδ̂(r, t) = H0(r, t)δ̂(r, t) +B(r, t)δ̂†(r, t) (2)
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gdzie

H0(r, t) = − ~2

2m
4+ 2g|ψ(r, t)|2, (3)

B(r, t) = gψ2(r, t). (4)

Czªony nieliniowe w równaniu Heisenberga opisuj¡, mi¦dzy innymi, ponowne zderzenie

rozproszonego ju» atomu. Poniewa» ograniczono si¦ do ukªadów w których procesy te s¡

maªo prawdopodobne, mo»na zaniedba¢ nieliniowe wyrazy w równaniu Heisenberga. Wa-

runki wielu eksperymentów pozwalaj¡ dodatkowo na perturbacyjne rozwi¡zanie liniowego

równania Heisenberga. Umo»liwia to uzyskanie jawnych wyra»e« na takie obserwable jak

g¦sto±¢ oraz dwucz¡stkow¡ funkcj¦ korelacji rozproszonych atomów. Wyra»enia na te wiel-

ko±ci dane s¡ caªkami po przestrzeni i czasie z funkcji podcaªkowej, która jest zbudowana z

zale»nej od czasu funkcji falowej kondensatu oraz propagatorów jednocz¡stkowych Hamil-

tonianu H0. Opisuj¡ one rozproszone atomy poruszaj¡ce si¦ w potencjale generowanym

przez kondensat. Potencjaª ten opisuje oddziaªywanie rozproszonego atomu z atomami

kondensatu. Jawna posta¢ takiego propagatora jednocz¡stkowego nie jest znana. Nie jest

te» w ogólno±ci znana jawna posta¢ ewolucji w czasie funkcji falowej kondensatu. Aby

wi¦c wyznaczy¢ analityczn¡ posta¢ dwucz¡stkowej funkcji korelacji, konieczne byªo wy-

konanie przybli»e«. Najprostszym przybli»eniem jest pomini¦cie czªonu nieliniowego w

równaniu Grossa-Pitajewskiego, oraz zaniedbanie potencjaªu w propagatorze (czyli przy-

bli»enie Hamiltonianu H0 poprzez operator energii kinetycznej). Wtedy równanie Grossa-

Pitajewskiego oraz równanie na propagator zawieraj¡ jedynie energi¦ kinetyczn¡. Znane

s¡ ich rozwi¡zania analityczne, a co za tym idzie interesuj¡ce obserwable dane s¡ jawnymi

wzorami. Umo»liwia to wykonanie oblicze« dwucz¡stkowej funkcji korelacji. W pracy [h4]

wykorzystuj¡c opisane przybli»enia, wykonano obliczenia dwucz¡stkowej funkcji korelacji

dla parametrów eksperymentu wykonanego w Palaiseau pod Pary»em. W eksperymencie

tym zmierzono dwucz¡stkow¡ funkcj¦ korelacji atomów rozproszonych w zderzeniu kon-

densatów Bosego-Einsteina. Nale»y doda¢, »e rozproszone atomy wykazuj¡ dwa rodzaje

korelacji dwucz¡stkowych:

• Korelacje przeciwnych pr¦dko±ci (korelacje naprzeciwlegªe). S¡ obecne, poniewa»

atomy rozpraszane s¡ w parach z przeciwnie skierowanymi pr¦dko±ciami.

• Korelacje bliskich pr¦dko±ci (korelacje lokalne). S¡ obecne, poniewa» proces rozpro-

szenia atomu jest procesem spontanicznym oraz mamy do czynienia z bozonami. Z

tych dwóch powodów nast¦puje tzw. grupowanie atomów.
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W pracy [h4] porównano obliczenia teoretyczne z wynikami do±wiadczalnymi. W ramach

tego porównania dobr¡ zgodno±¢ otrzymano dla korelacji naprzeciwlegªych. W przypadku

korelacji lokalnych wyniki eksperymentalne wykazywaªy spore ró»nice od oblicze« teore-

tycznych. Jednak, jak napisano powy»ej, obliczenia teoretyczne zostaªy wykonane przy

zaniedbaniu oddziaªywania atomów kondensatu na siebie nawzajem oraz na rozproszone

atomy. Wpªyw pomini¦tych oddziaªywa« na funkcje korelacji nie byª znany. W zwi¡zku

z tym, otrzymane porównanie niewiele wnosiªo. Konieczne staªo si¦ uwzgl¦dnienie zanie-

dbanych oddziaªywa« zarówno w równaniu Grossa-Pitajewskiego jak i w propagatorze

jednocz¡stkowym.

Rozwi¡zanie tych problemów stanowi j¡dro pracy [h5]. W przypadku wyznaczenia

propagatora jednocz¡stkowego, kluczowe byªo wykorzystanie obserwacji, »e w wi¦kszo±ci

interesuj¡cych przypadków, charakterystyczny rozmiar potencjaªu pochodz¡cego od ato-

mów kondensatu, byª znacznie wi¦kszy ni» dªugo±¢ fali rozproszonych atomów. To pozwo-

liªo na u»ycie przybli»enia semiklasycznego, przy pomocy którego, udaªo si¦ skonstruowa¢

propagator jednocz¡stkowy. Pozwoliªo to na wyprowadzenie analitycznych wyra»e« na

dwucz¡stkow¡ funkcj¦ korelacji oraz inne interesuj¡ce wielko±ci. Wyra»enia te zawieraªy

zale»n¡ od czasu funkcj¦ falow¡ kondensatu. W zwi¡zku z tym, aby wyznaczy¢ funkcj¦

korelacji, nale»aªo rozwi¡za¢ równanie Grossa-Pitajewskiego. W przypadku zderze« kon-

densatów, nie s¡ znane »adne analityczne rozwi¡zania tego równania. W zwi¡zku z tym

mo»na byªo post¡pi¢ w dwójnasób. Mo»na byªo, dla konkretnego przypadku, rozwi¡za¢

równanie GP numerycznie, po czym numerycznie obliczy¢ dwucz¡stkow¡ funkcj¦ kore-

lacji. Inn¡ metod¡ byªo rozwi¡zanie równania GP w sposób przybli»ony, korzystaj¡c z

z zale»nej od czasu metody wariacyjnej. W pracy [h5] badania poprowadzone zostaªy

przy u»yciu tej drugiej mo»liwo±ci. Maj¡c analityczn¡ posta¢ funkcji falowej, udaªo si¦

przebada¢ szeroki obszar parametrów, analizuj¡c ksztaªt dwucz¡stkowej funkcji korelacji.

Istotne byªo wyznaczenie maksimum tej funkcji, oraz jej szeroko±ci w funkcji parame-

trów eksperymentalnych. Te informacje s¡ kluczowe dla planowanych eksperymentów,

maj¡cych zªama¢ nierówno±ci Bella. W pracy [h6] wyznaczono maksimum funkcji kore-

lacji oraz jej szeroko±ci, podaj¡c jawne wyra»enia analityczne, bezpo±rednio zale»ne od

parametrów eksperymentalnych. Dodatkowo w pracy tej zbadano równie» granic¦ semikla-

syczn¡ ukªadu. Przeanalizowano w jakich warunkach i jakie obserwable mo»na wyznaczy¢

korzystaj¡c z modeli semiklasycznych. Obserwablami, co do których, mo»na byªo spo-

dziewa¢ si¦ istnienia modeli semiklasycznych, byªa g¦sto±¢ rozproszonych atomów oraz

cz¦±¢ odpowiadaj¡ca za korelacje przeciwnych pr¦dko±ci, dwucz¡stkowej funkcji korelacji.

Fizyka tych obserwabli to przecie» klasyczny proces zderzenia i rozproszenia dwóch ato-

mów. Do znalezienia tych wielko±ci wystarczy prosty klasyczny model ze zderzaj¡cymi si¦
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Chmurami, opisanymi za pomoc¡ jednocz¡stkowego rozkªadu w przestrzeni fazowej. W

pracy [h6] pokazano, »e je±li ten rozkªad zadany zostanie funkcj¡ Wignera wyznaczon¡ z

funkcji falowej kondensatu, wtedy zgodno±¢ pomi¦dzy wynikami modelu semiklasycznego

oraz modelu kwantowego jest najlepsza. Ta zgodno±¢, w przypadku g¦sto±ci rozproszonych

atomów okazaªa si¦ doskonaªa dla szerokiego zakresu parametrów eksperymentalnych. W

przypadku dwucz¡stkowej funkcji korelacji opisuj¡ce korelacje naprzeciwlegªe zgodno±¢

byªa jedynie cz¦±ciowa.

Dwucz¡stkowa funkcja korelacji zale»y od poªo»e« dwóch atomów. Najwygodniejszym

sposobem parametryzacji tej funkcji jest suma i ró»nica poªo»e« obydwu atomów. W przy-

padku korelacji naprzeciwlegªych ró»nica poªo»e« jest znacznie wi¦ksza ni» suma poªo»e«,

gdy» poªo»enia maj¡ przeciwne kierunki. Okazuje si¦, »e funkcja korelacji u±redniona po

ró»nicy poªo»e« (staje si¦ wtedy funkcj¡ zale»n¡ jedynie od sumy poªo»e«) ma tak¡ sa-

m¡ posta¢ jak analogiczna wielko±¢ otrzymana korzystaj¡c z modelu semiklasycznego,

dla szerokiego zakresu parametrów. Jednocze±nie w pracy [h6] pokazano, »e w przypad-

ku zale»no±ci od ró»nicy poªo»e« (funkcja korelacji u±redniona po sumie poªo»e«) model

kwantowy przewiduje co innego ni» semiklasyczny. To pokazuje pewn¡ kwantowo±¢ za-

le»no±ci od ró»nicy poªo»e«. Analiza wyra»e« analitycznych daje pewne wytªumaczenie

tych obserwacji. Naprzeciwlegªa cz¦±¢ dwucz¡stkowej funkcji korelacji dana jest iloczy-

nem dwóch caªek po czasie. Z drugiej strony model semiklasyczny ma zawsze pojedyncz¡

caªk¦ po czasie - jest to sumowanie rozprosze« pochodz¡cych z ró»nych momentów czasu.

Okazuje si¦, »e zarówno u±rednianie dwucz¡stkowej funkcji korelacji po ró»nicy poªo»e«

, jak i otrzymanie g¦sto±ci jednocz¡stkowej, prowadzi efektywnie do zamiany podwójnej

caªki po czasie w pojedyncz¡. To co prawda nie dowodzi, ale daje szans¦, »e omawiane

wielko±ci mog¡ mie¢ semiklasyczne odpowiedniki. U±rednienia po sumie poªo»e« nadal

pozostawia podwójn¡ caªk¦ po czasie, co w zasadzie pokazuje brak mo»liwo±ci istnienia

dobrego odpowiednika semiklasycznego.

Troch¦ inaczej ma si¦ sprawa z lokaln¡ cz¦±ci¡ dwucz¡stkowej funkcji korelacji. W

ramach przybli»enia Bogoliubowa jest ona równa moduªowi kwadratu jednocz¡stkowej

funkcji korelacji. Wi¦c pozostaje do wyznaczenia jednocz¡stkowa funkcja korelacji G(1). T¦

funkcj¦ mo»na przedstawi¢ jako transformat¦ fouriera z jednocz¡stkowej funkcji Wignera

W (r,p, T ) rozproszonych atomów:

G(1)

(
r +

∆r

2
, r− ∆r

2
, T

)
=

∫
dk e−ip∆r/~W (r,p;T ).

Powy»ej p oznacza p¦d atomu za± T czas pomiaru. Korzystaj¡c z modelu semiklasycznego

mo»na wyznaczy¢ rozkªad rozproszonych atomów w przestrzeni fazowej. Ten rozkªad mo»-

na otrzyma¢ korzystaj¡c z uproszczonego modelu a'la model Boltzmanna, gdzie zderzaj¡ce
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si¦ chmury opisuje si¦ za pomoc¡ rozkªadu w przestrzeni fazowej atomów poruszaj¡cych

si¦ kondensatów. Uto»samienie otrzymanego w powy»szy sposób rozkªadu rozproszonych

atomów w przestrzeni fazowej, z funkcj¡ Wignera, umo»liwia wyznaczenie jednocz¡stko-

wej funkcji korelacji, a co za tym idzie lokalnej cz¦±ci dwucz¡stkowej funkcji korelacji,

za pomoc¡ modelu semiklasycznego. Opisana powy»ej metoda jest jedyn¡ mo»liwo±ci¡

wykorzystania modelu semiklasycznego do wyznaczenia jednocz¡stkowej funkcji korelacji.

Powy»ej jasno wida¢, »e nie jest to w peªni model semiklasyczny. U»yty powy»ej wzór

wprowadza staª¡ Plancka. W tym wypadku jest to jedynie wykorzystanie wzoru de Bro-

glie'a który daje zwi¡zek p¦du z dªugo±ci¡ fali atomów. Dodatkowo wyznaczono równie»

jednocz¡stkow¡ funkcj¦ Wignera korzystaj¡c z peªnego wielociaªowego modelu kwanto-

wego. Okazaªo si¦, »e dla du»ego obszaru parametrów, funkcja Wignera wyznaczona za

pomoc¡ wielociaªowego modelu kwantowego, jest bardzo dobrze przybli»ana poprzez t¦

funkcj¦ wyznaczon¡ z modelu semiklasycznego. Wyniki wszystkich powy»szych bada« zo-

staªy przedstawione w rozlegªej (ponad trzydziestostronicowej) pracy [h6].

5.2.2 Opis wªasno±ci par atomowych wytwarzanych w wyniku rezonansu pa-

rametrycznego

W przypadku cz¦±ci zastosowa« potrzebne s¡ pary atomowe o zadanym kierunku emisji.

Po prostu chcemy wiedzie¢ gdzie i w jakim czasie pojawi¡ si¦ pary atomów. W tym przy-

padku, nale»y u»y¢ innego procesu ni» zderzenie kondensatów Bosego-Einsteina (w wyniku

którego pary atomowe maj¡ losowy kierunek emisji). Jeden z takich procesów zostaª zre-

alizowany eksperymentalnie w grupie prof. Westbrooka w Palaiseau [5]. W eksperymencie

otrzymano ultrazimn¡ chmur¦ gazu w wydªu»onej puªapce o ksztaªcie cygara. Nast¦pnie

periodycznie zmieniano siª¦ puªapkowania atomów z zadan¡ cz¦sto±ci¡. Patrz¡c na ten

ukªad quasi-jednowymiarowo, dziaªanie takie powoduje periodyczn¡ modulacj¦ efektyw-

nego, jednowymiarowego wspóªczynnika oddziaªywania mi¦dzyatomowego. Okazuje si¦,

»e powoduje to emisj¦, wzdªu» wydªu»onego kierunku spuªapkowanej chmury, pary ato-

mów o przeciwnych pr¦dko±ciach, przy czym energia kinetyczna emitowanych atomów jest

bezpo±rednio zwi¡zana z cz¦sto±ci¡ modulacji cz¦sto±ci siªy puªapkuj¡cej. Zgodnie z ocze-

kiwaniami w eksperymencie zaobserwowano skorelowane w pr¦dko±ciach pary atomów.

Opisany powy»ej proces jest przykªadem rezonansu parametrycznego. Zmieniany jest

periodycznie jeden z parametrów ukªadu i generowane s¡ pary atomów o cz¦sto±ci (ener-

gia pary atomów dzielona przez staª¡ Plancka) b¦d¡cej w rezonansie z cz¦sto±ci¡ zmian

parametru ukªadu.

Proces ten byª badany teoretycznie w ramach metody Bogoliubowa Wyniki teore-
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tyczne, byªy obiecuj¡ce i wykazywaªy istnienie spl¡tania w ukªadzie. Sugerowanym spo-

sobem wykazania istnienia spl¡tania byª pomiar warto±ci tzw. wspóªczynnika ±ci±ni¦cia

liczby atomów. Zgodnie z przewidywaniami opartymi na metodzie Bogoliubowa warto±¢

wspóªczynnika ±ci±ni¦cia powinna by¢ poni»ej pewnej warto±ci krytycznej co dowodziªo

by spl¡tania stanu skorelowanych par atomowych (dowiedzione to zostaªo w pracy [o20]).

Niestety, pomimo oczekiwa«, zmierzona w eksperymencie warto±¢ wspóªczynnika ±ci±ni¦-

cia byªa powy»ej warto±ci krytycznej, co oznacza »e pomiar nie dowiódª istnienia spl¡tania

w ukªadzie.

W metodzie Bogoliubowa zaniedbuje si¦ cz¦±¢ wyrazów Hamiltonianu. S¡ one od-

powiedzialne za oddziaªywanie pomi¦dzy kwazicz¡stkami ukªadu (metoda Bogoliubowa

de�niuje i opisuje nieoddziaªuj¡ce kwazicz¡stki). Zaobserwowana rozbie»no±¢ pomi¦dzy

obliczeniami teoretycznymi a wynikami do±wiadczalnymi sugerowaªa, istotny wpªyw za-

niedbanych wyrazów Hamiltonianu na wªasno±ci ukªadu. W zwi¡zku z tym narzucaj¡cym

si¦ pomysªem byªo wyj±cie poza to przybli»enie - uwzgl¦dnienie pomini¦tego oddziaªy-

wania. Poniewa» ukªad ten nie jest w równowadze termodynamicznej, jako narz¦dzie

teoretyczne do bada« ukªadu, wybrano metod¦ Kieldysza, b¦d¡ca jedn¡ z istniej¡cych

metod kwantowej teorii pola, umo»liwiaj¡cych badanie ukªadów nierównowagowych. Na-

st¦pnie wykonano dwa istotne przybli»enia. Aby je opisa¢, nale»y jednak wcze±niej opisa¢

wyniki metody Bogoliubowa dla tego ukªadu. W ramach metody Bogoliubowa otrzymuje-

my analityczne wyra»enia na populacj¦ kwazicz¡stek w czasie oraz zwi¡zek kwazicz¡stek z

atomami. W tych wyra»eniach na populacj¦ kwazicz¡stek widoczne jest zjawisko rezonan-

su. Je±li cz¦sto±¢ kwazicz¡stki (energi¡ dzielona przez staª¡ Plancka) jest równa poªowie

cz¦sto±ci zmian siªy puªapkuj¡cej, wtedy populacja ro±nie wykªadniczo w czasie. Je±li za±

te cz¦sto±ci zaczynaj¡ si¦ ró»ni¢, wtedy populacja nieznacznie sinusoidalnie zmienia si¦

w czasie, co mo»na w praktyce zaniedba¢. Generalnie wykªadniczy wzrost w czasie, jest

tylko dla pasma energetycznego, o szeroko±ci zadanej wspóªczynnikiem wzmocnienia. Dla

wi¦kszo±ci wspóªczynników wzmocnienia pasmo jest bardzo w¡skie. Pozwoliªo to na przy-

bli»enie funkcji energii wªasnej ukªadu (która pojawia si¦ w równaniu Dysona). Funkcja

ta jest zadana pewn¡ ±rednia z populacji wszystkich modów ukªadu. Poniewa» pasmo

wzmocnione byªo bardzo w¡skie, mo»na byªo zaniedba¢ jego wpªyw na energi¦ wªasn¡.

Reszta modów zachowuje si¦ identycznie, jak w sytuacji równowagowej. W zwi¡zku z tym

uzasadnione byªo przybli»enie energii wªasnej poprzez jej warto±¢ dla ukªadu równowago-

wego. Oprócz tego wykonano jeszcze jedno przybli»enie. Energia wªasna zale»y od ró»nicy

dwóch argumentów czasowych. W przypadku ukªadów trójwymiarowych okazuje si¦, »e

mo»na przybli»y¢ t¦ zale»no±¢ za pomoc¡ delty Diraca od ró»nicy czasów (jest to znane

w literaturze przybli»enie). Po wykonaniu opisanych powy»ej przybli»e«, rozwi¡zano za-
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le»ne od czasu równania Dysona na jednocz¡stkowe funkcje Greena ukªadu. Jednocze±nie

udaªo si¦ równie» wyrazi¢ wy»sze funkcje korelacji za pomoc¡ jednocz¡stkowych funkcji

Greena. Umo»liwiªo to znalezienie wyra»enia analitycznego na zale»no±¢ populacji kwazi-

cz¡stek od czasu, oraz na wspóªczynnik ±ci±ni¦cia liczby atomów. Okazaªo si¦, »e oddzia-

ªywanie pomi¦dzy kwazicz¡stkami objawia si¦ w wyra»eniach poprzez tzw. wspóªczynnik

tªumienia kwazicz¡stek. Wspóªczynnik ten jest odwrotno±ci¡ czasu »ycia kwazicz¡stki. Z

drugiej strony szybko±¢ procesu "produkcji" par atomowych dana jest za pomoc¡ poje-

dynczego wspóªczynnika (nazywanego wspóªczynnikiem wzmocnienia), obecnego te» w

metodzie Bogoliubowa. Wyniki pokazaªy dramatyczny wpªyw pomini¦tego oddziaªywania

zarówno na wzrost populacji produkowanych par atomowych, jak i na warto±¢ parametru

±ci±ni¦cia. Generalnie, gdy wspóªczynnik tªumienia jest wi¦kszy ni» wspóªczynnik wzmoc-

nienia, proces produkcji par praktycznie nie istnieje - wzrost populacji par atomowych

jest minimalny i w niesko«czonym czasie d¡»y do staªej. Dodatkowo w tych warunkach

warto±¢ wspóªczynnika ±ci±ni¦cia jest w wi¦kszo±ci przypadków powy»ej warto±ci krytycz-

nej. To wszystko pokazuje, »e w takim przypadku ukªad nie jest ¹ródªem spl¡tanych par

atomowych. Z drugiej strony, je±li wspóªczynnik wzmocnienia jest istotnie wi¦kszy ni»

wspóªczynnik tªumienia wzmacnianych kwazicz¡stek, to proces produkcji par atomowych

jest wykªadniczy w czasie. Dodatkowo warto±¢ wspóªczynnika ±ci±ni¦cia liczby atomów

spada poni»ej warto±ci krytycznej, po pewnym sko«czonym czasie. W takim przypadku

powy»szy ukªad staje si¦ efektywny ¹ródªem spl¡tanych par atomowych. Powy»ej opisane

wyniki teoretyczne s¡ tre±ci¡ pracy [h6].

Tak jak napisano powy»ej, wszystkie powy»sze wyniki uzyskane s¡ w ramach pewnego

przybli»enia funkcji energii wªasnej. Przybli»enie to jest bardzo dobre w przypadku ukªa-

dów trójwymiarowych. Nie stosuje si¦ ono jednak do ukªadów jednowymiarowych albo

kwazi-jednowymiarowych. To oznacza, »e bezpo±rednie zastosowanie uzyskanych powy»ej

wyników do analizy ukªadu do±wiadczalnego, nie jest uzasadnione.

Po analizie literatury dotycz¡cej ukªadów jednowymiarowych, okazaªo si¦, »e wyzna-

czenie wspóªczynnika tªumienia kwazicz¡stek jest niebanalnym zadaniem, du»o trudniej-

szym ni» w przypadku ukªadów trójwymiarowych. Oznacza to, »e badanie ukªadu za

pomoc¡ metody Kieldysza jest bardzo trudnym zadaniem teoretycznym. W zwi¡zku z

tym do badania ukªadu jednowymiarowego u»yto innej metody teoretycznej - metody pól

klasycznych. Metoda ta uwzgl¦dnia �uktuacje termiczne, pomijaj¡c kwantowe. Za pomoc¡

dost¦pnych wyra»e« jednowymiarowych oszacowano wspóªczynniki tªumienia w badanym

ukªadzie. Okazaªo si¦, »e dla parametrów eksperymentalnych, tªumienie spowodowane

�uktuacjami termicznymi jest du»o wi¦ksze ni» spowodowane �uktuacjami kwantowy-

mi. Ten fakt pokazaª zasadno±¢ zastosowania metody pól klasycznych do opisu badanego
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ukªadu.

Korzystaj¡c z tej metody, dla parametrów ukªadu do±wiadczalnego, wyznaczono war-

to±¢ wspóªczynnika ±ci±ni¦cia. Okazaªo si¦, »e warto±¢ tego wspóªczynnika byªa wi¦ksza ni»

warto±¢ krytyczna, co jest zgodne z pomiarami eksperymentalnymi. Ten fakt jednoznacz-

ne wykazaª, »e zmierzona w eksperymencie warto±¢ wspóªczynnika ±ci±ni¦cia (wi¦ksza od

warto±ci krytycznej) byªa spowodowana oddziaªywaniem pomi¦dzy kwazicz¡stkami. Po-

wy»sze wyniki s¡ tre±ci¡ pracy [h7].

Opisane powy»ej prace, pokazaªy konieczno±¢ uwzgl¦dnienia wspomnianego oddziaªy-

wania w projektowaniu ¹ródeª spl¡tanych par atomowych o zadanym kierunku emisji.

5.3 Opis wªasno±ci kropli kwantowych.

Rozrzedzony gaz bozonów byª przedmiotem wielu bada« teoretycznych. W szczególno±ci

analizowana byªa energia stanu podstawowego jednorodnego gazu bozonów. Pokazano, »e

dwa pierwsze wyrazy rozwini¦cia perturbacyjnego na energi¦ stanu podstawowego, zale»¡

jedynie od dªugo±ci rozpraszania potencjaªu oddziaªywania. W wyra»eniu na energi¦ sta-

nu podstawowego pierwszy wyraz jest dany poprzez teori¦ pola ±redniego, gdzie g¦sto±¢

energii jest proporcjonalna do kwadratu g¦sto±ci ukªadu przemno»onego przez dªugo±¢

rozpraszania. Drugi wyraz w rozwini¦ciu, nazywany energi¡ Lee-Huang-Yanga (w skró-

cie LHY), jest wynikiem �uktuacji kwantowych [6]. Jest on równy pierwszemu wyrazowi

przemno»onemu przez parametr rozrzedzenia gazu do pot¦gi trzech drugich. Parametr

rozrzedzenia jest równy stosunkowi dªugo±ci rozpraszania do ±redniej odlegªo±ci pomi¦-

dzy atomami. Poniewa» mamy do czynienia z gazem rozrzedzonym, parametr ten jest

du»o mniejszy ni» jedno±¢, co oznacza »e drugi wyraz rozwini¦cia jest du»o mniejszy ni»

pierwszy (dlatego te» jest to poprawne rozwini¦cie perturbacyjne). W dotychczasowych

badaniach wyraz ten byª raczej pomijany, gdy» w wi¦kszo±ci zjawisk byª on zaniedbywalny

w stosunku do energii pola ±redniego.

Sytuacja zmieniªa si¦ stosunkowo niedawno za spraw¡ bada« teoretycznych Dymitra

Petrova [6]. Badaª on ukªad mieszaniny dwóch gazów bozonowych. W takim ukªadzie

mamy do czynienia z trzema ró»nymi dªugo±ciami rozpraszania: pomi¦dzy dwoma ato-

mami pierwszego skªadnika, dwoma atomami drugiego skªadnika, oraz jednym atomem

pierwszego i jednym atomem drugiego skªadnika. W swoich badaniach Petrov przyj¡ª dwie

pierwsze dªugo±ci jako dodatnie, za± trzeci¡ jako ujemn¡. W takiej kon�guracji teoria pola

±redniego przewiduje dwie mo»liwo±ci:

• gaz wypeªnia caªe dost¦pne mu pudeªko - dzieje si¦ to wtedy, je±li warto±¢ ujemnej

dªugo±ci rozpraszania b¦dzie mniejsza co do moduªu od pewnej warto±ci krytycznej
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• nast¦puje kolaps mieszaniny - przeciwnym wypadku.

Kolaps oznacza, »e rozwi¡zanie d¡»y do coraz wi¦kszej lokalizacji wraz ze wzrostem g¦-

sto±ci ukªadu do niesko«czono±ci. W zasadzie oznacza to zaªamanie teorii pola ±redniego.

Petrov wykazaª, »e w takim wypadku energia LHY przyjmuje warto±¢ dodatni¡. Do-

datkowo pokazaª, »e energia LHY ro±nie szybciej ze wzrostem g¦sto±ci ni» energia pola

±redniego. Tak wi¦c energia LHY powoduje stabilizacj¦ ukªadu � po jej uwzgl¦dnieniu nie

dojdzie do kolapsu mieszaniny gazów. Petrov pokazaª, »e zamiast tego uformuje si¦ zloka-

lizowana chmura gazu o ustalonej g¦sto±ci, zadanej zale»no±ci¡ energii LHY od g¦sto±ci.

Powstaje ciekawy stan ukªadu. Je±li stan gazowy zde�niuje si¦ standardowo, jako stan w

którym atomy wypeªniaj¡ cala dost¦pna obj¦to±¢ naczynia, to w tym wypadku nie mamy

do czynienia ze stanem gazowym. Zamiast tego atomy lokalizuj¡ si¦, tworz¡c stan o zada-

nej g¦sto±ci. Przy wzro±cie liczby atomów ukªad powi¦ksza si¦ zachowuj¡c dana g¦sto±¢.

Oczywi±cie posiada tez brzeg o pewnej grubo±ci, w którym g¦sto±¢ spada od wy»ej wspo-

mnianej zadanej g¦sto±ci do zera. Te wªasno±ci s¡ charakterystyczne dla stanu ciekªego.

Z tego te» powodu, opisywanemu stanowi nadano nazw¦ kropli kwantowych. Przymiotnik

kwantowy pokazuje »e kropla tworzy si¦ w zerowej temperaturze i spowodowane jest to

�uktuacjami kwantowymi ukªadu. Nale»y doda¢, »e w tym stanie, nadal ±rednia odlegªo±¢

pomi¦dzy atomami jest du»o wi¦ksza ni» dªugo±¢ rozpraszania. W zwi¡zku z tym mamy

do czynienia z ukªadem slabooddziaªuj¡cym, który doskonale nadaje si¦ do bada«, przy

u»yciu metod perturbacyjnych - np. metody Bogoliubowa. Omówione krople udaªo si¦

otrzyma¢ w warunkach do±wiadczalnych [7]

D. Petrov niedªugo po opublikowaniu swojej pierwsze pracy, opublikowaª analogiczn¡

prac¦ dla ukªadów dwu i jednowymiarowych [8]. Okazaªo si¦, »e w ukªadzie mieszanin

dwóch rodzajów bozonów w ni»szych wymiarach równie» powstaj¡ krople kwantowe. W

eksperymencie ukªady ni»ej wymiarowe uzyskuje si¦, mocno ±ciskaj¡c atomy siªami pu-

ªapkuj¡cymi w jednym lub dwóch kierunkach (w zale»no±ci od tego czy chcemy mie¢

do czynienia z ukªadem quasi-dwu czy te» quasi-jedno wymiarowym). W swojej pracy

Petrov nie podaª warunku jak mocne musz¡ by¢ siªy puªapkuj¡ce, aby ukªad staª si¦

ni»ej-wymiarowy. Ten problem staª si¦ aktualny, gdy» grupy do±wiadczalne rozpocz¦ªy

prac¦ nad uzyskaniem kropel w ukªadach ni»ej-wymiarowych. Rozwi¡zanie tego problemu

jest tre±ci¡ pracy [h8].

W pracy tej zbadano ukªad jednorodny w pudeªku o szeroko±ciach Lx,Ly i Lz z perio-

dycznymi warunkami brzegowymi. W celu symulacji ±ciskania prowadz¡cego do ukªadu

dwuwymiarowego wzi¦to granic¦ Lx, Ly → ∞ z szerokosci¡ Lz = L ustalon¡. Podobnie

zrobiono w celu uzyskania ukªadu symuluj¡cego ±ciskanie prowadz¡ce do uzyskania ukªadu
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jednowymiarowego (Lx →∞ oraz Ly, Lz = Lconst.). W dalszej cz¦±ci pracy wyznaczono

energi¦ LHY takiego ukªadu w przej±ciu krytycznym (czyli w punkcie po przekroczeniu

którego, teoria pola ±redniego przewiduje kolaps). W tym punkcie mamy do czynienia z

ukªadem jednorodnym, z dwoma rodzajami wzbudze«: pierwsze to dobrze znane kwazi-

cz¡stki Bogoliubowa, drugie to quasicz¡stki ze spektrum energetycznym proporcjonalnym

do kwadratu p¦du kwazicz¡stek (czyli identycznie jak w przypadku swobodnych atomów).

Okazaªo si¦, »e jedynie pierwszy typ kwazicz¡stek partycypuje w energii LHY i to w iden-

tyczny sposób, jak w rachunkach prowadzonych dla jednoskªadnikowego gazu bozonów.

Pokazaªo to prosty zwi¡zek pomi¦dzy energi¡ LHY dla mieszaniny, oraz dla jednokompo-

nentowego jednorodnego gazu bozonów. W ukªadzie pojawiaª si¦ jeden naturalny para-

metr bezwymiarowy b¦d¡cy ilorazem charakterystycznej energii oddziaªywania na atom,

do energii kinetycznej najni»szego wzbudzenia w ±ciskanym kierunku. Charakterystyczna

energia oddziaªywania w tym wypadku jest proporcjonalna do n1a11 + n2a22 gdzie n1,2

to g¦sto±¢ pierwszego lub drugiego skªadnika za± a11,22 to dªugo±¢ rozpraszania pomi¦dzy

dwoma atomami pierwszego lub drugiego skªadnika. W pracy [h8] wyznaczono numerycz-

nie zale»no±¢ energii LHY w funkcji tego parametru. Dodatkowo znaleziono rozwiniecie

analityczne dla maªych warto±ci wspomnianego parametru. Pozwoliªo to, korzystaj¡c z

przybli»enia lokalnej równowagi, na wyznaczenie w sposób analityczny g¦sto±ci kropli

kwantowej. Relacja pomi¦dzy trójwymiarow¡ a ni»ej wymiarowymi dªugo±ciami rozpra-

szania, pozwoliªa na wyra»enie tej g¦sto±ci, za pomoc¡ ni»ej wymiarowych g¦sto±ci. Dla

bardzo maªych warto±ci bezwymiarowego parametru te wyra»enia okazaªy si¦ identyczne

z wyra»eniami wyprowadzonymi przez Petrova w pracy [8]. Tego si¦ spodziewano, gdy»

bardzo silne ±ci±ni¦cie powinno prowadzi¢ do ukªadów quasi-ni»ej wymiarowych. Jednak

zaskakuj¡ce byªo, »e aby otrzyma¢ ukªady ni»ej wymiarowe, warto±¢ bezwymiarowego pa-

rametru musiaªa by¢ bardzo maªa - poni»ej trzech setnych. Tak maªa warto±¢ jest bardzo

trudna do osi¡gni¦cia w do±wiadczeniach. Jednocze±nie praca odkryªa drugi zadziwiaj¡cy

fakt. Dla warto±¢ bezwymiarowego parametru powy»ej trzech dziesi¡tych warto±¢ energii

LHY byªa praktycznie identyczna jak w przypadku ukªadu trójwymiarowego. Naiwnie

mo»na si¦ spodziewa¢ takiego zachowania, dla warto±ci parametru znacznie wi¦kszej od

jedno±ci, gdy energia oddziaªywania jest na tyle du»a, ze wiele modów ±ci±ni¦tych jest

wzbudzonych i ukªad zachowuje si¦ trójwymiarowo. W tym wypadku za±, gdy energia

LHY przyjmuje warto±¢ trójwymiarow¡, trudno mówi¢ o peªnym wzbudzeniu pierwszego

porzecznego modu. To fakt równie» pokazuje, jak silnie potrzeba ±cisn¡¢, aby zobaczy¢

jakiekolwiek odst¦pstwa od trójwymiarowej �zyki.
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5.4 Opis mieszaniny bozonowe-fermionowej za pomoc¡ metody

stochastycznej

Te badania zrodziªy si¦ jako kontynuacja bada« prowadzonych w pracach [o9]-[o12] we

wspóªpracy z dr hab. Piotrem Deuarem z IF PAN w Warszawie dotycz¡ce u»ycia metod

stochastycznych, w badaniach wªasno±ci atomów rozproszonych w zderzeniu kondensa-

tów Bosego-Einsteina. Piotr Deuar aktywnie rozwijaª tzw. metod¦ Positive-P [9]. Jest to

metoda stochastyczna która w ±cisªy sposób mapuje wielociaªowe równanie Schrodingera

na ukªad równa« ró»niczkowych na dwa pola klasyczne. W równaniach tych pojawia si¦

szum stochastyczny. Nale»y doda¢, »e mapowanie da si¦ przeprowadzi¢ jedynie w przypad-

ku potencjaªu dwucz¡stkowego oraz zewn¦trznego potencjaªu jednocz¡stkowego. Metoda

Positive-P ma jednak swoje ograniczenia. �rednie kwantowe otrzymuje si¦ jako ±rednie z

pól klasycznych u±rednionych po wielu trajektoriach. Korzystaj¡c z wykonanych symu-

lacji, szacuje si¦ równie» niepewno±¢ wyznaczenia ±redniej kwantowej, która zale»y od

liczby wykonanych symulacji. Teoretycznie je±li liczba symulacji d¡»y do niesko«czono-

±ci, to ±rednia po trajektoriach stochastycznych d¡»y do ±redniej kwantowej. Z literatury

wiadomo jednak, »e niepewno±¢ ±redniej staje si¦ bardzo du»a po pewnym czasie. Mo»na

oczywi±cie ten czas wydªu»y¢, zwi¦kszaj¡c liczb¦ trajektorii, ale w praktyce okazuje si¦, »e

nie daje to zasadniczej poprawy. Tak wi¦c metoda Positive-P w praktyce daje mo»liwo±¢

badania ewolucji ukªadu przez pewien charakterystyczny czas. Optymistyczne jest, »e dla

wielu ukªadów czas symulacji jest wystarczaj¡cy do zaobserwowania badanych zjawisk.

Przedstawiony opis pokazuje, »e metoda Positive-P opisuje �uktuacje kwantowe oraz ich

wpªyw na dynamik¦ ukªadu.

Opisana powy»ej metoda Positive-P w swoim klasycznym sformuªowaniu stworzona

jest do opisu ukªadów bozonowych. W sposób fundamentalny korzysta ona ze stanów

koherentnych. Stosunkowo niedawno odkryte zostaªo inne, ±cisªe sformuªowanie wielo-

cz¡stkowego równania Schrodingera za pomoc¡ metody stochastycznej nazwanej metoda

stochastycznych funkcji falowych (ang. stochastic wave-function approach) [10]. Jest to

pewien analog metody Positive-P, która zamiast stanów koherentnych opisuj¡cych stany

o nieustalonej liczbie cz¡stek, korzysta z tzw. N-cz¡stkowych stanów koherentnych (ang.

N-particle coherent states), które to s¡ analogami stanów koherentnych z ustalon¡ liczb¡

cz¡stek. Dodatkowo metoda stochastycznych funkcji falowych ma du»o prostsze i krótsze

wyprowadzenie równa« stochastycznych ni» metoda Positive-P.

Oryginalne sformuªowanie metody stochastycznych funkcji falowych, zostaªo wprowa-

dzone dla ukªadów bozonowych, oddziaªuj¡cych co najwy»ej dwucz¡stkowym potencja-

ªem oddziaªywania. W przypadku fermionów, analog bozonowej metody stochastycznych
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funkcji falowych zostaª wymy±lony kilka lat pó¹niej [11]. Jednak tak jak w przypadku

bozonów, metoda stochastyczna byªa wyprowadzona dla co najwy»ej dwucz¡stkowych po-

tencjaªów oddziaªywania. Taki stan rzeczy sugerowaª uogólnienie metody na przypadek

mieszanin bozonowo-fermionowych, oraz potencjaªów oddziaªywania wi¦cej ni» dwucz¡st-

kowych. Wyprowadzenie takiej metody jest tre±ci¡ pracy [h9].

W pracy tej zastosowano kompilacj¦ metod bozonowych i fermionowych. Tak jak na-

pisano powy»ej, metoda bozonowa bazuje na N-cz¡stkowych stanach koherentnych. Jest

to najprostszy stan N-cz¡stkowy, w którym wszystkie N cz¡stek jest znajduje si¦ w tym

samym modzie (np. fali pªaskiej o zadanym wektorze k). Ogólne twierdzenie mówi »e

dowolny bozonowy stan N-cz¡stkowy mo»na przedstawi¢ jako superpozycj¦ nieunormo-

wanych N-cz¡stkowych stanów bozonowych (tzn. o normie mog¡cej ró»ni¢ si¦ od jedno-

±ci) z jednakowymi, dodatnimi amplitudami prawdopodobie«stwa. Ten fakt umo»liwia

wprowadzenie metody stochastycznej. Zauwa»my, »e nieunormowany N-cz¡stkowy stan

koherentny zadany jest pojedynczym modem, czyli jednocz¡stkow¡ nieunormowan¡ funk-

cj¡ falow¡ (inaczej pojedynczym polem klasycznym). Metoda stochastyczna zadana jest

równaniem, na wspomnian¡ wy»ej jednocz¡stkow¡ funkcj¦ falow¡ z pewnym szumem sto-

chastycznym. Startuj¡c z pocz¡tkowego N-cz¡stkowego stanu koherentnego, metoda sto-

chastyczna przeprowadza go w inny N-cz¡stkowy stan koherentny. W ka»dej realizacji

b¦dzie to inny stan, ze wzgl¦du na ró»ne realizacje szumu stochastycznego. Po wielu

realizacjach prawdziwy stan kwantowy przybli»a si¦ sum¡ N-cz¡stkowych stanów Kohe-

rentnych, uzyskanych we wszystkich realizacjach stochastycznych podzielonych przez licz-

b¦ realizacji. W opisany powy»ej sposób, dziaªa wprowadzona metoda stochastycznych

funkcji falowych dla bozonów. Powy»ej nie napisano, w jaki sposób uzyskuje si¦ równa-

nia stochastyczne i dowodzi si¦, »e opisana procedura jest poprawna, tzn. »e uzyskana

powy»ej suma N-cz¡stkowych stanów koherentnych d¡»y do prawdziwego stanu kwanto-

wego, przy liczbie realizacji d¡»¡cych do niesko«czono±ci. W tym wypadku kluczowe jest

obserwacja, »e ewolucja N-cz¡stkowego stanu koherentnego za pomoc¡ operatorów jedno-

cz¡stkowych przeprowadza wy»ej wspomniany stan w inny N-cz¡stkowy stan koherentny.

Gdyby wspomniany stan podda¢ ewolucji za pomoc¡ operatora dwucz¡stkowego (np.

dwucz¡stkowego potencjaªu oddziaªywania), to wynikiem tego, nie byªby N-cz¡stkowy

stan koherentny. Byªby to stan bardziej zªo»ony. W pracy [10] pokazano, de facto (jest

to inaczej sformuªowane w pracy [10] ale do tego si¦ sprowadza), »e operator ewolucji

exp(−iÂ2∆t) (gdzie Â2 oznacza operator dwucz¡stkowy) mo»na zapisa¢ jako sum¦ ope-

ratorów ewolucji, w którym ewoluujemy za pomoc¡ operatora jednocz¡stkowego, tzn.

exp(−iÂ2∆t) = limM→∞
1
M

∑M
j=1 exp(−iÂ1,j∆t) (gdzie Â1,j to operator jednocz¡stkowy).
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Wspomniany operator Â1,j ma w sobie szum stochastyczny. W zwi¡zku z tym mamy

exp(−iÂ2∆t)|ψ〉N = lim
M→∞

1

M

M∑
j=1

exp(−iÂ1,j∆t)|ψ〉N = lim
M→∞

1

M

M∑
j=1

|ψj〉N

gdzie |ψj〉N = exp(−iÂ1,j∆t)|ψ〉N . W powy»szym dziaªanie operatora exp(−iÂ2∆t) na

N-cz¡stkowy stan koherentny |ψ〉N przedstawiono jako sum¦ po stanach N-koherentnych

|ψj〉N .
Fermionowa metoda stochastycznych funkcji falowych wprowadzona jest w analogicz-

ny sposób, jedynie zamiast bozonowych N-cz¡stkowych stanów koherentnych, u»yty jest

N-cz¡stkowy stan Slatera [11], tzn. najprostszy fermionowy N-cz¡stkowy stan kwanto-

wy b¦d¡cy wyznacznikiem Slatera z N ortogonalnych jednocz¡stkowych funkcji falowych.

Tak jak w przypadku bozonów, ogólne twierdzenie mówi, »e dowolny N-cz¡stkowy stan

fermionowy da si¦ przedstawi¢ jako superpozycj¦ nieunormowanych N-cz¡stkowych sta-

nów Slatera z jednakow¡ dodatni¡ amplitud¡ prawdopodobie«stwa. Metoda stochastyczna

polega na wprowadzeniu równa« stochastycznych ewoluuj¡cych N-cz¡stkowe stany Slate-

ra. Sprowadza si¦ to ewolucji N jednocz¡stkowych, nieunormowanych funkcji falowych.

Tak jak napisano wcze±niej, udaªo si¦ wyprowadzi¢ te równania w przypadku operatorów

dwucz¡stkowych.

Bazuj¡c na powy»ej wspomnianych publikacjach i ich wynikach, w pracy [h9], zaj-

muj¡cej si¦ mieszaninami bozonowo-fermionowymi, wykorzystano stan b¦d¡cy iloczynem

N1-cz¡stkowego stanu koherentnego oraz N2-cz¡stkowego stanu Slatera (w tym wypadku

w ukªadzie mamy N1 bozonów i N2 fermionów). Udaªo si¦ te» uogólni¢, wspomniany wcze-

±niej, wynik dotycz¡cy dekompozycji operatora ewolucji, przedstawiaj¡c exp(−iÂn∆t) ja-

ko sum¦ operatorów ewolucji exp(−iÂ1,j∆t). Tutaj Ân jest sum¡ dowolnego operatora

dwucz¡stkowego opisuj¡cego oddziaªywanie dwucz¡stkowe pomi¦dzy atomami oraz ope-

ratorów opisuj¡cych oddziaªywanie wy»ej cz¡stkowe (pewne ich szczególne przypadki), za±

Â1,j jest sum¡ operatorów jednocz¡stkowych z szumami stochastycznymi. Korzystaj¡c z

tej reprezentacji, wyprowadzono równania stochastyczne na jednocz¡stkow¡ funkcj¦ falo-

w¡ de�niuj¡c¡ N1-cz¡stkowy stan koherentny oraz N2 jednocz¡stkowych funkcji falowych

de�niuj¡cych N2-cz¡stkowy stan Slatera. W ten sposób uogólniono metod¦ stochastycz-

nych funkcji falowych na przypadek mieszanin bozonowo-fermionowych.
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6 Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowo - badaw-

czych

6.1 Korelacje atomów rozproszonych w zderzeniu kondensatów

Bosego-Einsteina

S¡ to badania poprzedzaj¡ce prace [h4],[h5]. W tym wypadku badano wªasno±ci atomów

rozproszonych w wyniku zderze« sferycznych kondensatów Bosego-Einsteina. Gªównym

celem tych bada« byªa analiza przej±cia od obszaru, w którym za rozproszenie odpowie-

dzialne s¡ gªównie procesy spontaniczne, do obszaru z dominuj¡cym bozonowym wzmoc-

nieniem. W pracy [o1] zostaªy wykonane obliczenia numeryczne ilustruj¡ce to przej±cie.

W pracy [o2] zaprezentowane zostaªy obliczenia analityczne, w tym analityczne przewi-

dywania przej±cia, od obszaru dominacji procesów spontanicznych, do obszaru dominacji

procesów wymuszonych.

[o1] P. Zi«, J. Chwede«czuk, A. Perez, K. Rz¡»ewski, M. Trippenbach, Quantum mul-

timode model of elastic scattering from Bose Einstein condensates, Phys. Rev. Lett

94, 200401 (2005).

[o2] P. Zi«, J. Chwede«czuk, M. Trippenbach, Elastic scattering losses from colliding

Bose-Einstein condensates, Phys. Rev. A 73, 033602 (2006).

6.2 Symulacja pojedynczej realizacji kwantowego ukªadu wielo-

ciaªowego

Ten cykl bada«, po±wi¦cony jest symulacji pojedynczej realizacji jednoczesnego pomiaru

poªo»e« wszystkich atomów ukªadu. Zgodnie z mechanik¡ kwantow¡, kwadrat moduªu

wielociaªowej funkcji falowej zadaje g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa jednoczesnego pomia-

ru wszystkich poªo»e« atomów Ukªadu. Oczywi±cie poªo»enia mog¡ przyjmowa¢ bardzo

ró»ne warto±ci w zale»no±ci od losowania. Jednak, w przypadku wielu stanów kwanto-

wych spodziewano si¦ »e wynik 'typowego' losowania ma pewne specy�czne wªasno±ci.

Tak wªa±nie byªo w przypadku pracy [o3]. Badano tam atomy rozproszone w zderze-

niu kondensatów Bosego-Einsteina w obszarze zdominowanym przez procesy wymuszone.

Naiwny obraz rozpraszania wygl¡da w nast¦puj¡cy sposób. Pierwsza para atomów rozpra-

sza si¦ z równym prawdopodobie«stwem we wszystkich kierunkach (w tym wypadku, ze

wzgl¦du na rozpraszanie w fali s, procesy spontaniczne nie wyró»niaj¡ kierunku). Prawdo-

podobie«stwo rozproszenia nowej pary, do obszaru zajmowanego przez ju» rozporoszon¡
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par¦, wzrasta ze wzgl¦du na obecno±¢ procesów wymuszonych. Poniewa» prawdopodobie«-

stwo procesów wymuszonych jest proporcjonalne do obsadzenia danego stanu kwantowego,

wi¦c prawdopodobie«stwo rozproszenia jeszcze jednej pary do miejsca zajmowanego przez

dwie ju» rozproszone pary, b¦dzie jeszcze wi¦ksze. W rezultacie spodziewamy si¦ w prze-

strzeni, obszarów silnie populowanych i innych, o sªabej populacji. Jednocze±nie atomy

s¡ rozpraszane w parach o przeciwnych pr¦dko±ciach. Tak wiec w pojedynczej realizacji

pomiaru poªo»e« wszystkich atomów ukªadu, powinni±my zaobserwowa¢ pary wyra¹nie

zgrupowanych atomów o przeciwnych pr¦dko±ciach. Pot¦»nym problemem technicznym

tego zagadnienia jest wylosowanie pojedynczego punktu z g¦sto±ci prawdopodobie«stwa

okre±lonej w 3N wymiarowej przestrzeni (N jest liczba atomów). Poniewa» N jest liczb¡

rz¦du dziesi¡tków tysi¦cy wi¦c ilo±¢ wymiarów jest olbrzymia. W pracy [o3] udaªo si¦ wy-

my±li¢, w przypadku badanego stanu kwantowego (który jest bardzo specy�czny), pewien

znacznie prostszy, ekwiwalentny sposób wylosowanie pojedynczej realizacji kwantowej.

Okazaªo si¦, »e otrzymana g¦sto±¢ atomów w 'typowym' pojedynczym losowaniu, wygl¡-

da tak jak spodziewano si¦ z powy»ej opisanego, naiwnego modelu - s¡ to pary `grud'

atomów o przeciwnych pr¦dko±ciach.

W pracy [o4] badano inny stan kwantowym, mianowicie stan |N,N〉 gdzie dokªadnie

N atomów obsadza ka»dy z dwóch modów kwantowych. Modami mog¡ by¢ np. fale pªa-

skie o przeciwnym wektorze falowym. Wida¢, »e mamy tu do czynienia z interferencj¡

dwóch stanów Focka. Gdyby zamiast stanów Focka interferowaªy stany koherentne to na

ekranie zaobserwowano by pr¡»ki interferencyjne. Poªo»enie centralnego pr¡»ka okre±lone

byªo by ró»nic¡ fazy dwóch stanów koherentnych. W przypadku stanów Focka faza jest

nieokre±lona. Naiwnie my±l¡c, w pojedynczej 'typowej' realizacji kwantowej spodziewa-

no si¦ losowej ró»nicy faz, czyli losowego poªo»enia centralnego pr¡»ka interferencyjnego.

W pracy [12] pokazano, »e wynik `typowej' pojedynczej realizacji kwantowej jest wªa-

±nie taki jak opisano powy»ej. Byª to jednak wynik oparty na numerycznym losowanie z

wielowymiarowego rozkªadu prawdopodobie«stwa (przeprowadzonego w sprytny sposób).

Celem bada« prowadzonych w pracy [o4] byªo pokazanie wy»ej opisanej wªasno±ci typowej

realizacji kwantowej w sposób analityczny. To zadanie udaªo si¦ wykona¢ i rozwi¡zanie

problemu jest tre±ci¡ pracy [o4]

[o3] J. Chwede«czuk, P. Zi«, K. Rz¡»ewski, M. Trippenbach, Simulation of a single

collision of two Bose-Einstein condensates, Phys Rev. Lett 97, 170404 (2006).

[o4] A. Dragan, P. Zi«, Interference of Fock states in a single measurement, Phys. Rev.

A 76, 042124 (2007)
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6.3 Opis gazu bozonów za pomoc¡ teorii pola ±redniego

Ten cykl bada« byª zwi¡zany z opisem gazu bozonów za pomoc¡ teorii pola ±redniego

czyli nieliniowego równania Schrodingera. W pracach [o5] i [o6] zajmowano si¦ szukaniem

±cisªych analitycznych rozwi¡za« tego równania w przypadku potencjaªu dwóch studni.

Analizowano jednowymiarowy ukªad i nieliniowo±ci odpowiadaj¡ce oddziaªywaniom przy-

ci¡gaj¡cym (praca [o5]) i odpychaj¡cym (praca [o6]). Nacisk w tych pracach poªo»ony byª

na rozwi¡zaniach spontanicznie ªami¡cych symetri¦ ukªadu. Takie rozwi¡zania s¡ mo»li-

we dzi¦ki nieliniowo±ci pojawiaj¡cej si¦ w nieliniowym równaniu Schrodingera. W pracy

[o6] dodatkowo u»yto metod¦ wariacyjn¡, w celu analizy dynamiki w potencjale dwóch

studni. Rozwi¡zaniami spontanicznie ªami¡cymi symetri¦ ukªadu zajmowano si¦ równie»

w pracach [o7] i [o8] w ró»nych ukªadach. W przypadku pracy [o7] badano ukªad dwu-

wymiarowy w którym wspóªczynnik nieliniowo±ci byª funkcj¡ jednej ze wspóªrz¦dnych -

wynosiª zero wsz¦dzie poza dwoma równolegªymi pasami. Okazaªo si¦, »e w takim ukªa-

dzie istniej¡ rozwi¡zania zlokalizowane (analogiczne do solitonów) które ªami¡ symetri¦

ukªadu. Podobny ukªad badano w pracy [o8] gdzie wspóªczynnik nieliniowo±ci miaª war-

to±¢ staª¡, niezale»n¡ od wspóªrz¦dnych, jednak potencjaª zewn¦trzny zale»aª od jednej

ze wspóªrz¦dnych - miaª ksztaªt podwójnej studni. W zale»no±ci dwuwymiarowej, wspóª-

czynnik nieliniowo±ci miaª ksztaªt dwóch równolegªych kanaªów. Okazaªo si¦, »e taki ukªad

równie» posiada rozwi¡zania zlokalizowane ªami¡ce spontanicznie symetri¦ ukªadu. W tej

pracy badano równie» zderzenia takich zlokalizowanych rozwi¡za«.

[o5] P. Zi«, E. Infeld, M. Matuszewski, G. Rowlands, M. Trippenbach, Method for obta-

ining exact solutions of the nonlinear Schrodinger equation for a double-square-well

potential, Phys. Rev. A 73, 022105 (2006).

[o6] E. Infeld, P. Zi«, J. Gocaªek, M. Trippenbach, Statics and dynamics of Bose-Einstein

condensates in double square well potentials, Phys. Rev. E 74, 026610 (2006).

[o7] N.V. Hung, P. Zi«, M. Trippenbach, B.A. Malomed, Two - dimensional solitons in

media with the stripe - shaped nonlinearity modulation, Phys. Rev. E 82, 046602

(2010).

[o8] N.V. Hung, P. Zi«, E. Infeld, M. Trippenbach, Symmetry breaking in the collisions

of double channel BEC solitons, Phys. D 269, 37 (2014)

24



Paweª Zin Zaª¡cznik nr 3 (autoreferat po polsku)

6.4 Opis atomów rozproszonych w wyniku zderze« kondensatów

Bosego-Einsteina za pomoc¡ metod stochastycznych

Ten cykl bada« zwi¡zany byª z u»yciem metod stochastycznych w badanie wªasno±ci ato-

mów rozproszonych w wyniku zderzenia kondensatów Bosego-Einsteina. W literaturze

znana jest metoda stochastyczna korzystaj¡ca z tzw. reprezentacji 'Positive-P'. W tej

reprezentacji dowolny stan kwantowy da si¦ przedstawi¢ w postaci dodatnio okre±lone-

go rozkªadu prawdopodobie«stwa. Dodatkowo mo»na pokaza¢ »e w przypadku bozonów

oddziaªuj¡cych potencjaªem dwuciaªowym, równanie Schrodingera w ±cisªy sposób mo»-

na przedstawi¢ za pomoc¡ równa« stochastycznych. Okazuje si¦ jednak »e wprowadzone

równania s¡ wysoce niestabilne co zasadniczo utrudnia symulacje. Tak jak napisano wcze-

±niej do opisu atomów rozproszonych w wyniku zderze« kondensatów cz¦sto wystarczy

opis za pomoc¡ metody Bogoliubowa. Ze wzgl¦du na ten fakt naturalnym pomysªem byªo

u»ycie metody 'Positive-P' w przypadku przybli»enia Bogoliubowa. Praca [o9] byªa po-

±wi¦cona wªa±nie temu problemowi. W tej pracy zastosowano równania stochastyczne do

badania rozproszonych atomów w przypadku zderze« kondensatów. Pokazano »e równania

s¡ stabilne i prowadz¡ do rozwi¡za« które poprawnie opisuj¡ badany ukªad. W kolejnej

pracy [o10] badano wpªyw pola ±redniego obecnego zarówno w równaniu GP, opisuj¡cego

ewolucj¦ zderzaj¡cych si¦ kondensatów, jak i w równaniu Heisenberga na operator pola

rozproszonych atomów. W pracy zbadano jaki wpªyw maj¡ te dwa czªony, na ±redni¡

pr¦dko±¢ atomów rozproszonych w zderzeniu sferycznych kondensatów Bosego-Einsteina.

Omawiana praca jest bezpo±rednio zwi¡zana z prac¡ [o11], w której badano warto±¢ ±red-

niej pr¦dko±ci rozproszonych atomów wyniku zderze« silnie wydªu»onych kondensatów,

z pr¦dko±ci¡ zderzenia maj¡c¡ kierunek prostopadªy do dªugiej osi kondensatu. Jest to

praca napisana wspólnie z grup¡ do±wiadczaln¡. Jej przedmiotem s¡ wyniki eksperymentu

w którym zmierzono g¦sto±¢ rozproszonych atomów, znajduj¡c, zamiast spodziewanego

rozkªadu sferycznie symetrycznego, rozkªad elipsoidalny. W wyniku analizy teoretycznej

okazaªo si¦ »e za deformacj¦ sfery w kierunku elipsoidy, odpowiedzialne jest, omawiane

powy»ej, oddziaªywanie rozproszonych atomów z atomami zderzaj¡cych si¦ kondensatów.

W nast¦pnej pracy [o12] badano obecno±¢ spl¡tania w stanie kwantowym rozproszonych

atomów w zale»no±ci od ró»nych parametrów ukªadu. Pokazano, »e najlepsze warunki do

uzyskania spl¡tania s¡ wtedy, gdy atomy rozpraszane s¡ w zlokalizowane obszary, co jest

mo»liwe przy silnym udziale bozonowego wzmocnienia.

[o9] P. Deuar, J. Chwede«czuk, M. Trippenbach, P. Zi«, Bogoliubov dynamics of conden-

sate collisions using the positive-P representation, Phys. Rev. A 83, 063625 (2011).
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[o10] P. Deuar, P. Zi«, J. Chwede«czuk, M. Trippenbach, Mean �eld e�ects on the scat-

tered atoms in condensate collisions, Eur. Phys. J. D 65, 19 (2011).

[o11] V. Krachmalnico�, J.-C. Jaskula, M. Bonneau, V. Leung, G. B. Partridge, D. Bo-

iron, C. I. Westbrook, P. Deuar, P. Zi«, M. Trippenbach, and K. V. Kheruntsyan,

Spontaneous four wave mixing of de Broglie waves: beyond optics, Phys. Rev. Lett.

104, 150402 (2010).

[o12] P. Deuar, T. Wasak, P. Zi«, J. Chwedenczuk, M. Trippenbach, Tradeo�s for num-

ber squeezing in collisions of Bose-Einstein condensates, Phys. Rev. A 88, 013617

(2013).

6.5 Prace o ró»ni¡cych si¦ tematykach

Poni»ej przedstawiam prace z które jest trudne zebra¢ we wspóln¡ tematyk¦. Ka»d¡ z

prac omawiam oddzielnie.

W pracy [o13] zajmowano si¦ procesem zaniku kondensatu Bosego-Einsteina. Kon-

densat w wyniku ró»nych procesów, jednym z nich s¡ zderzenia atomów kondensatu z

atomami gazu wypeªniaj¡cego zbiornik pró»niowy w którym uwi¦ziony jest kondensat.

Te atomy maj¡ pr¦dko±ci odpowiadaj¡ce temperaturze otoczenia. Tak wi¦c w wyniku ta-

kiego zderzenia atom kondensatu jest wybijany, co prowadzi do zaniku kondensatu. W

omawianej pracy badano kondensat ze stosunkowo du»¡ chmur¡ termiczn¡. Pokazano, »e

straty atomów z chmury termicznej prowadz¡ do powstania dodatkowego procesu zaniku

kondensatu - jest to proces transferu atomów z kondensatu do chmury termicznej. Wyniki

teoretyczne tej pracy zostaªy zwery�kowane i potwierdzone w do±wiadczeniu przeprowa-

dzonym w Amsterdamie [13].

W pracy [o14] zajmowano si¦ klasycznym ukªadem dwóch atomów oddziaªuj¡cych ze

sob¡, które znajduj¡ si¦ w obracaj¡cej si¦ asymetrycznej puªapce harmonicznej. Pokazano,

»e w przypadku pewnych cz¦sto±ci obrotu oraz braku oddziaªywania pomi¦dzy atomami,

odlegªo±¢ pomi¦dzy atomami ro±nie wykªadniczo z czasem. Jednocze±nie, w przypadku

oddziaªywa« odpychaj¡cych odlegªo±¢ pozostaje wzgl¦dnie staªa.

W pracy [o15] zajmowano si¦ obliczeniem dwucz¡stkowej funkcji korelacji w stanie

podstawowym ukªadu rozrzedzonego gazu oddziaªuj¡cych atomów. W pracy [o15] wyzna-

czono funkcj¦ korelacji dla atomów helu znajduj¡cym si¦ w stanie metastabilnym.

W pracy [o16] zajmowano si¦ ukªadem relatywistycznych oddziaªuj¡cych bozonów ko-

rzystaj¡c z przybli»enia pól klasycznych. To przybli»enie pozwala opisa¢ ukªad w którym

obecny jest kondensat Bosego-Einsteina w niezerowej temperaturze. W pracy wyznaczono
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wiele wªasno±ci badanego ukªadu jak np. spektrum wzburze« w funkcji temperatury.

W pracy [o17] zajmowano si¦ wprowadzeniem w ±cisªy matematycznie sposób przybli-

»enia Hartree-Focka-Bogoliubowa. Dodatkowo, w pracy tej, sformuªowano kilka hipotez

dotycz¡cych spektrum wzbudze« ukªadu oddziaªuj¡cych bozonów.

W pracy [o18] zajmowano si¦ ewolucj¡ kondensatu przyci¡gaj¡cych si¦ atomów w

zewn¦trznym potencjale dwóch studni. W szczególno±ci skupiono si¦ na zjawisku odro-

dzenia oscylacji w takim ukªadzie. Pokazano, »e korzystaj¡c z modelu semiklasycznego

mo»na uzyska¢ odrodzenie oscylacji w tym ukªadzie, pod warunkiem wyboru pewnego

dyskretnego spektrum warunków pocz¡tkowych.

W pracy [o19] zajmowano si¦ rozpraszaniem Ramana z kwazikondensatu Bosego-
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cz¡stkowej funkcji korelacji atomów rozproszonych w procesie Ramana.
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korelacji niesie informacj¦ o (i) obecno±ci horyzontu 'czarnej dziury', (ii) zwi¡zanego z
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